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Le problème, les données

Le problème : Une discrimination binaire de courbes
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X ∈ H −→ {−1;+1}
(espace de Hilbert de dim infinie)

Les données

On dispose de n réalisations indépendantes de (X ,Y ) :
(x1, y1), . . . , (xn, yn) ou xi est connue aux points de
discrétisation t1, . . . td .
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Rappel sur le principe des SVM

Espace initialH

On cherche w tel que :

(PC ,X) minw,b ,ξ〈w,w〉 + C
∑n

i=1 ξi ,

sous les contraintes :yi(〈w,Φ(xi)〉 + b) ≥ 1 − ξi , 1 ≤ i ≤ n,
ξi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n.
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Formulation équivalente

Formulation duale : (PC ,X)⇔

(DC ,X) maxα
∑n

i=1 αi −
∑n

i=1
∑n

j=1 αiαjyiyj〈Φ(xi),Φ(xj)〉X,
avec

∑N
i=1 αiyi = 0,

0 ≤ αi ≤ C , 1 ≤ i ≤ n.

Produit scalaire dans X :
∀ u, v ∈ X, K (u, v) = 〈Φ(u),Φ(v)〉X
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Noyaux pour FDA [Rossi & Villa, 2006]

Forme générale

Prétraitement : P : H → D

∀ u, v ∈ H ,Q(u, v) = K (P(u),P(v)).

1 Projections : pour VD = Vect{ψ1, . . . , ψD},

P(x) =
D∑

j=1

〈x, ψj〉ψj .

2 Transformations fonctionnelles : P(x) = Dqx.

Problème : Approche en deux temps : calcul des dérivées
par projection spline puis SVM ; pas de résultat de
consistance.
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Approche directe pour SVM sur dérivées

Hypothèse de régularité

On suppose que X est régulière : X ∈ Hm = {x : [0; 1] → R :
∀ j = 1, . . . ,m, D jx existe etDmx ∈ L2}.

Principe de l’interpolation L -spline

on interpole exactement les observations x1, . . . , xn aux
points de discrétisation t1, . . . , td ;

on minimise une pénalité de régularisation définie par un
opérateur différentiel :

L = Dm +

m−1∑
j=1

ajD j .

ces deux contraintes sont prises en compte directement
dans le noyau.
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Décomposition de l’espace de Sobolev

Hm = H0 ⊕H1 avec

H0 = KerL ;

H1 est défini par m contraintes aux bornes : espace de
Hilbert de produit scalaire 〈h1, h2〉 =

∫
[0,1]

Lh1(t)Lh2(t)dt .

H1 est un RKHS de noyau K : ∀ h ∈ H1, ∀ t ∈ [0; 1],
〈h,K (t , .)〉 = h(t) ; K est déterminé par L et les contraintes
définissant H1 (cf [Besse & Ramsay, 1986] ,

[Berlinet & Thomas-Agnan, 2004] ).

Exemple : H1 avec L = I + D et x(0) = 0 (Lx = 0⇒ x = ae−t

et x(0) = a) - dans ce cas, K (s, t) = e−max(s,t) sinh(min(s, t)).
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Détermination de la spline d’interpolation

On suppose Kd = (K (ti , tj))i,j=1,...,d inversible.

Spline d’interpolation

Soit x ∈ H1 alors h = PVect{K (tk ,.), k=1,...,d}(x).

Produit scalaire entre splines

Si x1, x2 ∈ H1,

〈h1, h2〉H1 = 〈x1, x2〉(Rd ,K−1/2
d ).

où x i = (xi(t1), . . . , xi(td)).
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Application aux SVM

On note

Gd
γ (u, v) = e−γ‖u−v‖2

Rd et G∞γ (u, v) = e−γ‖u−v‖2
L2 ;

Kd = (K (ti , tj))i,j=1,...,d , supposée inversible ;

∀ i = 1, . . . , n, hi est la spline d’interpolation de xi

(supposée à valeurs dansH1) ;

x i = (xi(t1), . . . , xi(td)).

Théorème 1 SVM sur dérivées

SVM sur (Lhi)i avec noyau G∞γ −→ φn,d
h

⇔

SVM sur (x i)i avec noyau Gd
γ ◦ K−1/2

d −→ φn,d
x
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Hypothèses pour la consistance

Hypothèses

(H1) : X est une variable aléatoire bornée à valeurs dans
H1 ;

(H2) : (τd)d est une suite de points de discrétisation dans
[0, 1] telle que, pour tout d ≥ 1, τd = {tk }k=1,...,d , la matrice
Kd est définie positive et Span{K (t , .), t ∈ ∪d≥1τd} est
dense dans H1 ;

(H3) : (Cd
n )n est une suite de régularisation telle que

Cd
n = O(n1−βd ) pour 0 < βd < 1/d.
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Consistance

Théorème 2 Consistance universelle

Sous les hypothèses (H1)-(H3), le SVM φn,d
h , avec la suite de

régularisation (Cd
n )n, est universellement consistant :

lim
d→+∞

lim
n→+∞

Errφn,d
h = Err∗

où Err∗ est l’erreur de Bayes et Errφ = P(φ(X) , Y ).
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Limites et perspective

Matrice Kd mal conditionnée dès que d est grand⇒
Difficilement inversible dans les problèmes réels ;

Perspectives : Régularisation de la matrice par
l’utilisation de splines de lissage.
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