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Chapitre 11

Méthodes pour l’apprentissage de
données massives
Nathalie Villa-Vialaneix et Fabrice Rossi

11.1 Introduction

11.1.1 Statistique et données massives

Le « big data », souvent traduit en français par données massives ou bien par-
fois mégadonnées, désigne l’ensemble des problèmes pour lesquels le nombre
d’observations est tel que les outils classiques de gestion et traitement des don-
nées ne sont plus utilisables tels quels. Les données massives sont généralement
décrites par 3 caractéristiques, auxquelles il est fait référence sous le terme de
« 3V », et qui sont le Volume, la Vitesse, dans le sens de vitesse d’arrivée de
nouvelles données sous la forme de flux de données, et la Variété qui indique
que ces nouvelles données sont de types multiples, numériques, textuelles, etc.
(voir the Gartner, Inc., the advisory company about information technology
research1).

Le problème posé par des données volumineuses est double : d’une part,
la plupart des approches statistiques standard ont été développées sans tenir
compte des coûts de calcul et peuvent amener à des temps de mise en œuvre
prohibitifs. D’autre part, les données sont parfois si volumineuses qu’elles ne
peuvent être contenues dans la mémoire d’un seul ordinateur : le volume de
données géré par Google est estimé en 2013 à 15 EB (15×260×8 bits)2, ce qui
correspond à 15 millions de disques durs standards d’une capacité de 1 TB). On
parle alors parfois de données « à l’échelle Google » [Chamandy et al., 2012].

1http://blogs.gartner.com/doug-laney/files/2012/01/ad949-3D-Data-Management-
Contolling-Data-Volume-Velocity-and-Variety.pdf

2Source : Wikipedia, https://en.wikipedia.org/wiki/Orders_of_magnitude_(data),
non confirmé mais réaliste.

 http://blogs.gartner.com/doug-laney/files/2012/01/ad949-3D-Data-Management-Contolling-Data-Volume-Velocity-and-Variety.pdf
 http://blogs.gartner.com/doug-laney/files/2012/01/ad949-3D-Data-Management-Contolling-Data-Volume-Velocity-and-Variety.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Orders_of_magnitude_(data)
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Sans aller jusqu’à ces échelles de volume de données, les problèmes liés aux
données massives peuvent se poser dans des cas beaucoup moins complexes et
sont fortement dépendant des capacités de calcul à la disposition du statisti-
cien : Kane et al. [2013] font ainsi remarquer que, pour un utilisateur du logiciel
R3, par exemple, les données peuvent être considérées comme « volumineuses »
si leur taille excède 20% de la mémoire vive (RAM) de l’ordinateur et « mas-
sives » si elle excède 50% de la mémoire vive. Dans les deux cas, beaucoup de
méthodes d’apprentissage seront alors difficiles à mettre en œuvre.

Comme le fait remarquer Jordan [2013], dans un futur proche, un des grands
enjeux de la statistique sera de s’adapter à ce type de problèmes et en parti-
culier, à proposer des solutions pour le passage à l’échelle des méthodes sta-
tistiques et pour le contrôle de la complexité de calcul de celles-ci. Ces défis
ne pourront être relevés qu’avec une collaboration étroite entre statisticiens
et informaticiens, pour proposer des approches de calcul efficaces, utilisant au
mieux les capacités des environnements de calcul parallèles ou répartis, tout en
conservant les bonnes propriétés statistiques de convergence et d’approximation
des méthodes.

11.1.2 Objectifs du chapitre

Ce chapitre ne s’intéresse pas à la mise en œuvre pratique de méthodes d’ap-
prentissage sur données massives ni aux environnements matériels (informa-
tiques) et logiciels permettant de gérer ce type de données. Pour une plus
ample discussion sur ce point, nous renvoyons le lecteur au chapitre ??.

Nous nous attachons, au contraire, à montrer quelques exemples de mé-
thodes statistiques ou méthodologiques standard pouvant être utilisées pour
traiter des volumes de données importants. Ce chapitre ne se veut pas une
revue exhaustive des méthodes existant dans le domaine mais plutôt une illus-
tration de quelques techniques de passage à l’échelle appliquées à des méthodes
d’apprentissage présentées dans les précédents chapitres.

En particulier, différentes stratégies d’ordre méthodologique ont été dévelop-
pées pour le traitement de données massives que nous classons en trois grandes
familles qui sont illustrées dans diverses sections de ce chapitre :

• les méthodes de sous-échantillonnage (section 11.2) qui utilisent un sous-
ensemble réduit des données pour approcher l’analyse qui aurait été ob-
tenue avec l’intégralité des données disponibles ;

• les méthodes de type « diviser pour mieux régner » (section 11.3) qui di-
visent les données en sous-ensembles de tailles restreintes sur lesquelles
l’analyse est effectuée. Les résultats de l’ensemble des analyses sont en-
suite combinés selon diverses stratégies ;

3https://www.R-project.org

https://www.R-project.org
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• les méthodes d’apprentissage en ligne (section 11.4), dans lesquelles les
résultats sont mis à jour par des étapes successives, chacune ayant un
coût de réalisation faible.

Lorsque cela est pertinent et/ou possible, nous essayons de donner l’ordre
de grandeur de la complexité des méthodes (ou du gain de complexité qu’elles
apportent), mesurée en nombre d’opérations élémentaires (addition, multipli-
cation, etc) qu’elles nécessitent. Parfois, nous donnons également des informa-
tions sur les ordres de grandeur des coûts en terme de stockage de données
supplémentaires requis par la méthode.

Dans la suite, nous reprenons les notations introduites dans le chapitre ??
et nous supposons connu un échantillon d’apprentissage Dn = (Xi,Yi)16i6n qui
sont des observations i.i.d. d’un couple de variables aléatoire (X,Y ) de loi P
dans lequel X ∈ X et Y ∈ Y où Y = R (régression) ou bien Y = {1, . . . , L−1}
(classification supervisée). Le but est de construire un prédicteur f̂n : x ∈ X 7→
Y à partir des observations de Dn. Les méthodes de ce chapitre sont présentées
de manière privilégiée dans le cadre plus simple des problèmes de régression
mais sont souvent généralisables au cadre de la classification.

11.2 Échantillonnage

Cette section est organisée en deux parties qui présentent des approches utili-
sant des techniques de sous-échantillonnage pour traiter des données massives :

1. la première présente le « Bag of Little Bootstrap » (BLB, Kleiner et al.
[2012, 2014]) qui est utilisé pour mettre en œuvre des méthodes basées sur
le bootstrap lorsque le nombre d’observations est grand ; par extension,
nous présenterons cette méthode dans le cadre d’algorithmes de bagging
(comme les forêts aléatoires, voir chapitre ??) ;

2. la seconde présente l’approximation de Nyström [Williams and Seeger,
2000] qui est utilisée pour approcher les calculs matriciels nécessaires
dans les méthodes à noyaux.

11.2.1 Bag of Little Bootstrap

Rappel sur le bagging et limites dans le cadre de données massives

Dans cette partie, nous nous intéressons à une méthode générique basée sur le
bootstrap [Efron, 1979]. Nous présenterons une application de cette approche
dans le cadre particulier (et simplifié) du « bagging » (« bootstrap aggrega-
ting ») [Breiman, 1996] qui correspond au cadre de la méthode des forêts aléa-
toires décrite dans le chapitre ??.
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Les approches de bagging consistent à tirer aléatoirement dans {(Xi,Yi)}i=1, ..., n,
B échantillons dits « bootstrap », c’est-à-dire, B échantillons de tailles n tirés
avec remise. Pour tout b = 1, . . . , B, on notera τb l’ensemble des indices de
{1, . . . , n} (avec remise) correspondant aux observations de l’échantillon boots-
trap numéro b et on notera f̂ b l’estimateur obtenu à partir de {(Xi,Yi)}i∈τb
pour résoudre le problème de régression (si Y = R) associé à l’observation de
(X,Y ). Le bagging consiste simplement à agréger (par la moyenne) les estima-
teurs obtenus dans les divers échantillons bootstrap : ainsi, dans le cadre de la
régression, l’estimateur bagging de la fonction de prédiction s’écrit

∀x ∈ X , f̂bag(x) =
1

B

B∑
b=1

f̂ b(x).

Récemment, les approches bootstrap ont été confrontées à un double chan-
gement du point de vue de la forme des données et des capacités de calcul :
d’une part, comme expliqué en introduction, la taille croissante des jeux de
données a rendu la mise en œuvre de ces méthodes plus difficile, la taille des
échantillons bootstrap étant identique à la taille du jeu de données initial et le
nombre d’observations uniques dans ces échantillons étant de l’ordre de 0,63×n.
D’autre part, les environnements informatiques répartis et de calcul parallèle
se sont développés, donnant la possibilité d’accélérer considérablement la mise
en œuvre des approches de type bootstrap en répartissant le calcul de chacun
des estimateurs f̂ b sur des processus indépendants4. Toutefois, cette solution
ne peut être mise en œuvre que si l’estimation de f̂ b elle-même est réalisable
malgré la valeur de n.

Pour résoudre le problème des données de grande taille dans les approches
bootstrap, une première approche consiste à utiliser des échantillons bootstrap
de taille m (m < n) : c’est le m parmi n bootstrap proposé par Bickel et al.
[1997]. Toutefois, les résultats d’un tel estimateur sont fortement dépendants
de la valeur de m (en particulier, la variabilité de l’estimateur basé sur un
échantillon bootstrap de taille m est différente de la variabilité d’un estimateur
basé sur un échantillon de taille n) et, en pratique, les solutions proposées pour
répondre à ce problème, comme celle de Bickel and Sakov [2008], se basent sur
la mise en œuvre de la méthode pour diverses valeurs de m, limitant fortement
le gain de calcul que pourrait amener l’utilisation d’un échantillon de taille
réduite m.

Approche « Bag of Little Bootstrap »

Kleiner et al. [2012, 2014] proposent une approche permettant de construire
des échantillons bootstrap de tailles n mais dont le coût computationnel et le
coût de stockage mémoire sont réduits par rapport au bootstrap classique. La
méthode est basée sur deux procédures imbriquées, comme schématisé dans la

4Le terme processus désigne ici une unité de calcul abstraite sur un système réparti.
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figure 11.1. Tout aussi simplement que dans le bootstrap, les calculs peuvent
être réalisés en parallèle. Dans une première étape, B1 échantillons de m (m�
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Figure 11.1 : Représentation schématique de l’approche « Bag of Little
Bootstrap ».

n) observations,
{
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1 ), . . . , (X
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m ,Y

(b)
m )

}
(b = 1, . . . , B1) sont tirés sans

remise, dans {(Xi,Yi)}i=1,...,n. On note, pour tout b = 1, . . . , B1, τb les indices
des observations de l’échantillon numéro b. On a donc Card τb = m où m est
généralement égal à nγ avec γ ∈ [0,5; 1].

Dans une seconde étape, pour chaque b = 1, . . . , B1, on affecte B2 fois
des poids à chacune des observations de τb de telle sorte que la somme des
poids soit égale à n : on construit donc B2 échantillons de tailles n issus des
données initiales, chacun ne comportant que m observations distinctes. Pour
tout r = 1, . . . , B2, cela revient à simuler des valeurs (n

(b,r)
1 , . . . ,n

(b,r)
m ) se-

lon une loi multinomiale de paramètres n et 1
m1m (où 1m désigne le vecteur

de taille m dont les coordonnées sont toutes égales à 1). Chacun des échan-
tillons {(Xi,Yi)}i∈τb pour lequel les observations sont répétées, respectivement,
(n

(b,r)
1 , . . . , n

(b,r)
m ) fois est donc un sous-échantillon de taille n de l’échantillon

initial, appelé échantillon BLB. Son coût de stockage est très réduit par rapport
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à un échantillon bootstrap habituel puisque sa taille est de l’ordre de nγ contre
0,63× n pour un échantillon bootstrap standard5.

La dernière étape consiste à construire, à partir de chacun des B1 × B2

échantillons BLB, un estimateur f̂ (b,r). Là encore, le calcul d’un tel estimateur
peut être réalisé de manière efficace dès que la méthode d’estimation choisie
permet de prendre en compte de manière naturelle des observations pondérées.
Dans le cadre des forêts aléatoires , par exemple, f̂ (b,r) est basé sur le calcul
des variances intra-classes de la variable Y pour des observations (Xi,Yi) d’un
sous-ensemble τ ⊂ {1, . . . , n} de l’ensemble de départ (qui correspondent aux
observations affectées au nœud courant à partitionner), dans lequel les groupes
sont définis par {Xj > d} et par {Xj < d}. Si un de ces ensembles contient
les observations i ∈ τ , répétées chacune ni fois alors la variance intra-classe
s’exprime simplement comme

1∑
i∈τ ni

∑
i∈τ

ni(Yi − Y )2 avec Y =
1∑
i∈τ ni

∑
i∈τ

niYi.

Enfin, les résultats sont agrégés comme suit (dans un cadre de régression) :

∀ b = 1, . . . ,B1, f̂ b =
1

B2

B2∑
r=1

f̂ (b,r) (11.1)

puis

f̂BLB =
1

B1

B1∑
b=1

f̂ b. (11.2)

L’approche complète est décrite dans l’algorithme 11.1.
Les deux étapes d’agrégation sont similaires dans un cadre bagging (et

peuvent être simplifiées en une seule étape d’agrégation par la moyenne) mais
le contexte plus général du bootstrap leur donne une utilité distincte. Dans le
cadre standard, la première étape (équation (11.1)) correspond à l’estimation,
par une approche Monte-Carlo, de la distribution empirique d’une statistique
donnée à partir du sous-échantillon τb. Une estimation d’une mesure de qua-
lité d’intérêt de cette statistique (par exemple, sa variance) en est déduite. La
seconde étape, par contre, est très semblable à celle de l’équation (11.2), et
procède au calcul de la moyenne des résultats de la première étape. Un résultat
de consistance de la procédure est démontré, pour l’estimation bootstrap de la
mesure de qualité d’intérêt, lorsque B1 ∼ n

m et que m ∼ nγ avec γ ∈ [0,5; 1].
Nous renvoyons le lecteur intéressé à Kleiner et al. [2014] pour plus de détails.

11.2.2 Approximation de Nyström

Les méthodes à noyau, dont font partie les SVM (voir chapitre ??), ne passent
pas bien à l’échelle lorsque le nombre d’observations n croît. En effet, typi-

5Pour n = 1000 000 et γ = 0,6, les tailles respectives sont (environ) 3981 contre 630 000.
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Algorithme 11.1 Algorithme « bag of little bootstrap » dans le cadre du
bagging (cas de la régression)

Nécessite Une règle d’apprentissage d’un problème de régression qui associe,
à tout ensemble d’apprentissage Dn, f̂(Dn) : x ∈ X 7→ f̂(Dn; x) ∈ R
Pour b = 1→ B1 Faire

Tirer aléatoirement un ensemble de m indices τb dans {1, . . . , n}
Pour r = 1→ B2 Faire

Simuler (n
(b,r)
1 , . . . , n

(b,r)
m ) ∼ Multinomiale

(
n, 1m1m

)
Déterminer f̂ (b,r) = f̂(D

(b,r)
n ) où D(b,r)

n =

(Xi,Yi) . . . (Xi,Yi)︸ ︷︷ ︸
répété n(b,r)

i fois


i∈τb

Fin Pour
f̂ b ← 1

B2

∑B2

r=1 f̂
(b,r)

Fin Pour
f̂BLB ← 1

B1

∑B1

b=1 f̂
b

quement, la complexité des approches utilisant des noyaux sur n observations
est de l’ordre de n2, ou même plus pour certaines méthodes (l’ACP à noyau
[Schölkopf et al., 1998], par exemple, a une complexité en n3). Une approche
classique pour réduire la complexité des méthodes à noyau est d’utiliser des
approximations du noyau par une matrice de faible rang [Fine and Sheinberg,
2001; Bach, 2013]. La mise en œuvre des méthodes d’apprentissage connaît
alors un gain de complexité qui est alors typiquement de l’ordre de O(nk2) où
k est le rang (faible, ie k � n) de la matrice utilisée dans l’approximation.

Dans ce chapitre, nous présentons une de ces approximations de faible rang,
l’approximation de Nyström et montrons quelques-unes de ces applications, no-
tamment à l’apprentissage de SVM à partir de données massives. Dans la suite,
on supposera connu un noyau K : X ×X → R qui est une fonction symétrique
et semi-définie positive et on notera K = (K(Xi,Xj))i,j=1,...,n la matrice de
Gram, qui est la matrice d’évaluation de ce noyau sur les valeurs observées de
X. On note, de plus, H l’espace de Hilbert à noyau auto-reproduisant asso-
cié à K et Φ : X → H la fonction de plongement associée à K, qui vérifie
[Aronszajn, 1950] :

∀x,x′ ∈ X , K(x,x′) = 〈Φ(x),Φ(x′)〉H.

L’approximation de Nyström [Williams and Seeger, 2000; Drineas and Ma-
honey, 2005] est basée sur la sélection de m indices dans {1, . . . , n}. Ces obser-
vations sont généralement choisies de manière aléatoire bien que des procédures
de sélection plus efficaces aient également été développées [Kumar et al., 2012].
Sans perte de généralité, on peut supposer que les indices sélectionnés sont les
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indices {1, . . . ,m} et on peut alors ré-écrire :

K =

[
K(m) K(m,n−m)

K(n−m,m) K(n−m,n−m)

]
et K(n,m) =

[
K(m)

K(n−m,m)

]
,

avec K(n−m,m) = (K(m,n−m))>.

Approximation de la décomposition spectrale de K

Dans Williams and Seeger [2000], les auteurs montrent que l’approximation de
Nyström peut être utilisée pour fournir une approximation de la décomposition
spectrale de K (qui a une complexité en O(n3)) par la décomposition spectrale
de K(m) (qui a une complexité en O(m3)). Soient (vj)j=1,...,n ⊂ Rn (resp.
(v

(m)
j )j=1,...,m ⊂ Rm) les vecteurs propres de K (resp. K(m)) associés aux

valeurs propres positives ou nulles, ordonnées par ordre décroissant, (µj)j=1,...,n

(resp. (µ
(m)
j )j=1,...,n). Alors,

∀ j = 1, . . . ,m, µj '
n

m
µ
(m)
j et vj '

√
m

n

1

µ
(m)
j

K(n,m)v
(m)
j . (11.3)

Dans la suite, on notera µ(n,m)
j et v

(n,m)
j , respectivement, les approximations

de µj et vj comme décrites dans l’équation (11.3) ci-dessus.
Le coût total de l’approximation de la décomposition spectrale de K par

la décomposition spectrale de K(m) est donc O(m3) +O(nm2). Comme m est
petit devant n, le coût est donc dominé par O(nm2). Lorsque K(m) et K sont
de rangs m, l’approximation est exacte (ie le signe « ' » de l’équation (11.3)
devient une égalité).

Approximation de faible rang de K

Une approximation de faible rang k 6 m de K est obtenue en calculant

K̃ = K(n,m)
(
K

(m)
k

)+
K(m,n) (11.4)

avec K(m,n) =
(
K(n,m)

)>
et K

(m)
k est la meilleure approximation de rang k de

K(m) pour la norme de Frobenius : K
(m)
k = argminRang(V)=k ‖K

(m) −V‖2F .

Enfin,
(
K

(m)
k

)+
est la pseudo-inverse de K

(m)
k . Dès que le rang de K(m) est

supérieur ou égal à k (ce que nous supposerons dans la suite), celle-ci s’obtient
facilement à partir de la décomposition spectrale de K(m) :

(
K

(m)
k

)+
=

k∑
j=1

(
µ
(m)
j

)−1
v
(m)
j

(
v
(m)
j

)>
. (11.5)
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En introduisant, dans les équations (11.4) et (11.5), les valeurs de µ(n,m)
j et

v
(n,m)
j définies dans l’équation (11.3), on obtient facilement

K̃ =

k∑
j=1

µ
(n,m)
j v

(n,m)
j

(
v
(n,m)
j

)>
.

Le rang de K̃ est donc égal à k. De plus, si le rang de K est aussi égal à k,
alors K = K̃.

L’analyse théorique de la qualité de l’approximation est faite par Drineas
and Mahoney [2005]. On donne ci-dessous une version simplifiée des résultats
de Drineas and Mahoney [2005] qui est utilisée dans Cortes et al. [2010] pour
proposer un résultat d’approximation de la qualité de la prévision dans le cadre
de la régression ridge à noyau :

Théorème 11.1 Si la sélection des m observations utilisées pour l’approxima-
tion de Nyström de K est faite selon un tirage uniforme sur {1, . . . , n} alors
avec probabilité au moins égale à 1− δ,

‖K̃−K‖2 6 ‖Kk −K‖2 +
n√
m

max
i=1,...,n

Kii

(
2 + log

(
1

δ

))
où Kk est la meilleure approximation de K de rang k et Kii sont les termes
diagonaux de K.

Application en apprentissage

Nous présentons une application de l’approximation de Nyström dans le cadre
de la régression ridge à noyau (voir Saunders et al. [1998] ou le chapitre ??).
Dans ce type de problèmes, il s’agit de minimiser l’erreur quadratique moyenne
pénalisée suivante :

argmin
w∈H

n∑
i=1

(Yi − 〈w,Φ(Xi)〉H)
2

+
λ

2
‖w‖2H.

La solution de ce problème conduit à une fonction de régression

f̂ : x ∈ X 7→ 〈ŵ,Φ(x)〉H
qui, d’après le théorème de représentation (« Representer Theorem » ; voir [Ki-
meldorf and Wahba, 1971; Schölkopf et al., 2001]), prend la forme

f̂ : x ∈ X 7→
n∑
i=1

αiK(Xi,x)

où  α1

...
αn

 = (K + λIn)
−1

 Y1
...
Yn

 . (11.6)
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Williams and Seeger [2000] montrent qu’en remplaçant K par son approxi-
mation K̃ dans l’équation (11.6), la complexité du calcul matriciel est fortement
diminuée grâce à la formule de Woodbury [Press et al., 1992]. En effet, si α̃
désigne la solution de l’équation (11.6) lorsque l’on remplace K par son ap-
proximation K̃, α̃ se calcule par :

α̃ =
1

λ

(
Y −Vk

(
λIn + ΛkV

>
k Vk

)−1
ΛkV

>
k Y

)
, où Y =

 Y1
...
Yn

 ,

Vk est la matrice de dimensions n×k dont les colonnes sont les vecteurs propres
(v

(n,m)
j )j=1,...,k de K̃ et Λk est la matrice diagonale de taille k dont les éléments

sont les valeurs propres de K̃ : Λk = Diag
(
µ
(n,m)
1 , . . . , µ

(n,m)
k

)
.

Des résultats sur l’impact de cette approximation sur la prédiction et l’er-
reur de généralisation sont fournis dans [Cortes et al., 2010; Bach, 2013]. De
manière similaire, l’approximation de Nyström est utilisée pour permettre le
passage à l’échelle des SVM (voir chapitre ??) ou de nombreuses autres mé-
thodes d’apprentissage et de fouille de données basées sur un noyau.

11.3 Approches « Diviser pour mieux régner »

11.3.1 Présentation du paradigme « Map Reduce »

Map Reduce (MR) est un paradigme de programmation simple qui a été spé-
cifiquement conçu pour s’adapter à des environnements de calcul parallèles
ou répartis. Cette méthode a été développée par Google en 2004 [Dean and
Ghemawat, 2004].

De manière simplifiée, un algorithme de calcul effectué avec MR se décom-
pose en deux tâches, illustrées dans la figure ?? du chapitre ?? (voir aussi Cha-
mandy et al. [2012] pour quelques considérations sur les modalités pratiques
d’utilisation chez Google).

1. une étape « Map » qui est appliquée à un sous-ensemble d’observations
(Xi,Yi)i∈τr qui produit une liste de clés (que l’on peut voir comme une
indexation des données) et de valeurs (souvent le résultat d’un calcul
donné). Q différentes tâches de type « Map » sont effectuées en parallèle
et de manière indépendante sur des sous-échantillons de données de telle
sorte que les (τr)r=1,...,Q forment une partition6 de {1, . . . , n} ;

6Notons que pour des raisons techniques, liées essentiellement à une volonté de tolérance
aux pannes du paradigme, il est possible en pratique que plusieurs tâches « Map » soient
appliquées aux mêmes données. Cependant, le système s’arrange, dans ce cas, pour que, dans
la partie « Reduce », tout se passe comme si on avait bien une partition des données et aucun
calcul redondant.
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2. une étape « Reduce » qui est appliquée aux sorties de l’étape « Map » qui
correspondent à une clé donnée. Là aussi, différentes tâches de type « Re-
duce » sont exécutées en parallèle, correspondant aux différentes valeurs
de clés fournies par les tâches « Map ».

Exemple 11.1 Un exemple typique d’utilisation de MR est illustré dans le
cas où X = R et Y = {1, . . . , L−1}. Si on souhaite calculer une statistique sur
les valeurs de X conditionnelle aux valeurs de Y (par exemple, les moyennes
conditionnelles), on peut décomposer le calcul de la manière suivante :

1. ∀ i = 1, . . . , n, l’étape « Map » produira l’ensemble de (clé,valeur) :
(Yi,Xi) ;

2. l’étape « Reduce » calculera alors la statistique sur les valeurs de Xi

correspondant à une clé unique dans {1, . . . , L− 1}.

La formulation de la décomposition d’un problème donné sous une forme
MR n’est pas toujours aussi directe. Dans la suite, nous discutons deux exemples
d’adaptation de méthodes statistiques au paradigme MR : celui du modèle li-
néaire et celui des forêts aléatoires (voir le chapitre ??).

11.3.2 Adaptation du modèle linéaire au paradigme MR

Dans [Chu et al., 2010], les auteurs montrent que plusieurs méthodes d’appren-
tissage ou de fouille de données sont facilement adaptables au paradigme MR.
En particulier, dès qu’une méthode statistique est basée sur le calcul d’une ou
de plusieurs sommes du type

∑n
i=1[...], les sommes partielles Sr =

∑
i∈τr [...]

peuvent être calculées en parallèle sur différentes tâches de type « Map » avec
en sortie la clé constante « 1 ». Une unique tâche « Reduce » effectue la somme
des (Sr)r=1,...,Q et effectue les calculs additionnels requis.

Si l’on prend le cas simple du modèle linéaire, Y = β>X + ε, la solution
de l’estimation de β par minimisation du risque quadratique empirique s’écrit
sous la forme

Σnβ̂ = Γn (11.7)
avec Σn = 1

n

∑n
i=1XiX

>
i et Γn = 1

n

∑n
i=1XiYi.

En suivant l’idée de Chu et al. [2010], on peut retrouver de manière exacte
l’estimateur de l’équation (11.7) :

1. chaque tâche « Map » calcule les sommes partielles

∀ r = 1, . . . , Q, nr = Card τr, Σr
n =

∑
i∈τr

XiX
>
i et Γrn =

∑
i∈τr

XiYi;

2. une tâche « Reduce » calcule, successivement,

n =

Q∑
r=1

nr, Σn =

∑Q
r=1 Σr

n

n
, Γn =

∑Q
r=1 Γrn
n

et finalement β̂ = Σ−1n Γn.
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Notons que cette approche est intéressante si n est grand mais que la dimension
de X reste faible. En effet l’inversion de la matrice Σn est réalisée dans une
tâche « Reduce » qui est exécutée de façon séquentielle. Le gain en temps de
calcul se fait sur le calcul simultané des sommes partielles, ce qui est avant tout
intéressant si n est grand.

Si l’on considère maintenant le cadre de la régression linéaire pénalisée dans
lequel β est estimé par minimisation d’un risque empirique pénalisé :

1

n

n∑
i=1

(
Yi − β>Xi

)2
+ λ pen(β)

où, λ ∈ R+ et, classiquement

• pen(β) = ‖β‖22 =
∑p
j=1 β

2
j : dans ce cas, on parle de régression ridge (ou

régression d’arête) ou de régularisation de Tikhonov [Tikhonov, 1963] ; en
particulier, cette approche est un cas particulier, avec un noyau linéaire,
de la régression ridge à noyau décrite dans la section 11.2.2) ;

• ou bien pen(β) = ‖β‖1 =
∑p
j=1 |βj | : dans ce cas, on parle de régression

Lasso [Tibshirani, 1996]. La contrainte sur la norme L1 du paramètre β
va imposer une solution parcimonieuse (« sparse ») où certains coefficients
βj seront exactement égaux à zéro.

Dans ce cadre-ci, Chen and Xie [2014] montrent que l’approche proposée
par Chu et al. [2010] n’est pas applicable directement. Ils proposent alors une
méthode de pondération des différents estimateurs pénalisés obtenus à partir
des différents échantillons (τr)r=1, ..., Q qui soit asymptotiquement équivalente
(quand n → +∞ et avec Q = nδ pour 0 6 δ 6 1/2) à l’estimateur qui aurait
été obtenu avec l’intégralité des données.

11.3.3 Adaptation des forêts aléatoires au paradigme MR

Les forêts aléatoires ne sont pas basées sur le calcul de sommes
∑n
i=1[...]. Aussi,

comme décrit dans del Rio et al. [2014], la méthode classique pour utiliser
l’algorithme des forêts aléatoires dans le paradigme MR consiste à construire
en parallèle des forêts indépendantes basées sur un sous-échantillon des données.
De manière plus précise,

1. l’étape « Map » va construire une forêt de T arbres basés sur les données
(Xi,Yi)i∈τr . Dans la suite, on notera f̂r,t pour t = 1, . . . , T les T arbres de
la forêt. La sortie de chaque tâche « Map » sont les couples de (clé,valeur)
(1,f̂r,t) pour t variant de 1 à T ;

2. une unique étape « Reduce » collecte tous les arbres et les agrège en une
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forêt unique, ce qui donne la fonction de prédiction

∀x ∈ X , f̂(x) =
1

TQ

Q∑
r=1

T∑
t=1

f̂r,t(x)

dans le cadre de la régression (Y = R) et

∀x ∈ X , f̂(x) = argmax
y∈{1, ..., L−1}

Card
{

(r,t) : f̂r,t(x) = y
}

dans le cadre de la classification (Y = {1, . . . , L− 1}).

Une approximation de l’erreur « out-of-bag » (OOB, voir chapitre ??) de
la forêt est alors obtenue par :

R̂MR
OOB(f̂) =

1

n

Q∑
r=1

nrR̂τrOOB(f̂r) (11.8)

où nr = Card τr, f̂r est la forêt aléatoire issue de la r-ième tâche « Map » (qui
est basée sur les arbres (f̂r,t)t=1,...,T ) et R̂τrOOB désigne l’erreur OOB restreinte
aux observations de τr. De manière similaire, l’erreur OOB d’un arbre f̂r,t peut
être estimée en restreignant sa définition aux observations de τr : cela permet
également d’obtenir une estimation de l’importance des variables dans le cadre
de MR (voir Genuer et al. [2015] pour de plus amples détails).

Comme souligné dans Genuer et al. [2015], la définition de la forêt ainsi que
l’estimation de son erreur OOB et l’importance des variables n’est pas stricte-
ment équivalente au cadre standard dans lequel toutes les données sont utilisées
pour définir les échantillons bootstrap et faire l’apprentissage des arbres. En
particulier, des biais d’apprentissage peuvent apparaître dans le cas où les ob-
servations ne sont pas réparties de manière aléatoires entre les différentes tâches
« Map », qui sont des conséquences directes de la propriété de traitement lo-
calisé des données (voir section 11.3.4). D’autre part, l’erreur OOB telle que
définie dans l’équation (11.8) est souvent une estimation très grossière de la
véritable erreur OOB de f̂ calculée avec l’ensemble des données et elle peut ne
pas bien refléter l’erreur de généralisation de f̂ (voir Genuer et al. [2015] pour
une discussion plus approfondie de ce point).

Une approche alternative pour l’utilisation des forêts aléatoires dans un
cadre MR, plus proche de l’algorithme initial, est l’utilisation du bootstrap
Poisson [Oza and Russel, 2001; Lee and Clyde, 2004; Hanley and MacGibbon,
2006] dont les propriétés théoriques et pratiques ont été étudiées dans Cha-
mandy et al. [2012] qui montrent que la technique est proche du bootstrap
multinomial standard pour le cadre de l’échantillonnage bootstrap en ligne.
Comme pour la méthode BLB (décrite en section 11.2.1), cette approche est
facilement utilisable dans un cadre de bagging .
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Le principe de la méthode est de simuler l’effectif d’apparition d’une ob-
servation donnée dans un échantillon bootstrap donné par simulation à partir
de la loi de Poisson de paramètre 1. Cette idée est basée sur l’approximation
asymptotique

Binomiale
(
n,

1

n

)
∼ Poisson(1).

Une implémentation des forêts aléatoires, basée sur ce principe, est décrite
ci-dessous :

1. l’étape « Map » reçoit des indices τr (pour r = 1, . . . , Q). ∀ i ∈ τr, un
vecteur B variables aléatoire i.i.d. de loi Poisson(1) sont simulées nbi (b =
1, . . . , B). Les tâches « Map » retournent les paires (clé,valeur) (b, (i, nbi ))
pour l’ensemble des couples (i,b) tels que nbi 6= 0. Les indices i tels que
nbi 6= 0 constituent l’échantillon bootstrap numéro b et nbi est l’effectif de
l’observation d’indice i dans cet échantillon ;

2. l’étape « Reduce » traite séparément chaque échantillon bootstrap indicé
par b ∈ {1, . . . , B} : l’arbre de la forêt aléatoire qui est associé à l’indice
b est défini à partir des observations d’indices i tels que nbi 6= 0, répé-
tées respectivement nbi fois, c’est-à-dire, sur l’ensemble d’apprentissage(Xi,Yi) . . . (Xi,Yi)︸ ︷︷ ︸

nb
i fois


i: nb

i 6=0

. La sortie de l’étape « Reduce » est donc

une collection d’arbres correspondant à la forêt aléatoire finale.

Contrairement à l’implémentation MR décrite dans del Rio et al. [2014], les
forêts aléatoires utilisant le bootstrap Poisson sont basées sur des échantillons
bootstrap construits à partir de l’intégralité des données et ne connaissent
donc pas les mêmes problèmes de biais d’échantillonnage. Par contre, dans le
cas où n est très grand, les étapes « Reduce » doivent définir des arbres à
partir d’approximativement 0,63× n observations distinctes (voir la remarque
de l’introduction de la section 11.2.1), ce qui peut être prohibitif. Dans ce cas,
la solution décrite dans la section 11.2.1, basée sur des échantillons bootstrap
de tailles plus restreintes, est probablement plus adaptée.

11.3.4 Limitations de MR

Le paradigme « Map Reduce » est en théorie utilisable pour réaliser des cal-
culs sur un environnement réparti quelconque. Toutefois, en pratique, il est
essentiellement mis en œuvre dans l’environnement logiciel « Hadoop7 » et est
surtout conçu pour réaliser des opérations sur un grand nombre de machines
qui constituent un système de stockage de données réparti. Les tâches « Map »

7https://hadoop.apache.org

https://hadoop.apache.org
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sont réalisées localement sur les machines qui stockent les données traitées et
cette particularité assure l’efficacité de l’approche : le cas d’application typique
original était lié à Google (nous renvoyons le lecteur intéressé à la lecture de
Chamandy et al. [2012] qui décrivent ce que sont les données « à échelle Google »
et la manière dont celles-ci sont traitées). Si « Map Reduce » est généralement
adapté à ce type de configurations, il peut être assez lent pour traiter d’autres
tâches de calcul.

En particulier, « Map Reduce » n’est pas adapté pour la mise en œuvre de
processus itératifs nécessitant plusieurs passages sur les données. En effet, la
façon naturelle de traduire ce type de processus dans le paradigme consiste à
englober une tâche « Map Reduce » dans une boucle. En pratique cela induit
un chargement des données depuis les disques durs et une écriture des résultats
intermédiaires à chaque itération, ce qui ralentit considérablement l’exécution
(cf le chapitre ?? pour un exemple détaillé autour de l’algorithme de Forgy).
Même en contournant la phase de chargement répétée par l’intégration d’une
forme de boucle élémentaire dans le mécanisme, comme dans Durut and Rossi
[2011], par exemple, les communications entre les tâches « Map » et les tâches
« Reduce », puis la communication des résultats de ces dernières à de nouvelles
tâches « Map », induisent un ralentissement important.

Plusieurs autres paradigmes ont été conçus afin de répondre à ce problème,
comme par exemple Isard et al. [2007]; Low et al. [2010]. En raison notamment
de leur complexité, ces paradigmes n’ont pas eu le succès de « Map Reduce ».
Ils n’ont pas non plus bénéficié d’un large écosystème informatique comme celui
fourni par Hadoop. Au moment de la rédaction de cet ouvrage, l’équilibre entre
efficacité et simplicité semble être fourni par la technologie Spark Zaharia et al.
[2012], intégrée dans Hadoop (cf le chapitre ??). Cette approche s’appuie sur
la notion de Resilient Distributed Dataset (RDD) qui peut être vue comme une
représentation adaptative d’un ensemble de données sur un système informa-
tique réparti. L’adaptativité de Spark lui permet de conserver les données dans
l’ensemble des mémoires vives des ordinateurs qui forment le système réparti,
quand cela est possible. Ceci règle le problème des chargements répétés qui
ralentissent « Map Reduce » dans les calculs itératifs.

En outre, plutôt que de demander à l’analyste de décrire un ensemble de
traitements sous forme d’un graphe de tâches comme dans Isard et al. [2007];
Low et al. [2010], Spark propose un large ensemble d’opérations de haut niveau
sur les RDD. C’est le moteur d’exécution qui se charge de traduire les traite-
ments, exprimés ainsi de façon relativement classique, en un graphe de tâches.
Comme pour une requête dans un gestionnaire de bases de données, l’exécution
du graphe de tâches est optimisée en tenant compte notamment des communi-
cations entre machines induites par les traitements. Les opérations disponibles
ont deux formes : les transformations (qui rappellent les tâches « Map ») et
les actions (qui rappellent les tâches « Reduce »). Une transformation Spark
typique consiste par exemple à calculer une nouvelle variable à partir des va-
riables des données considérées. Concrètement, le calcul de XiX

>
i utilisé dans
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la version « Map Reduce » du modèle linéaire, est une transformation. Une
action Spark typique consiste à agréger des valeurs sur plusieurs observations.
Par exemple le calcul de

∑
iXiX

>
i à partir des XiX

>
i est une transformation.

La relative simplicité de la programmation sous le paradigme Spark, permise
notamment par la richesse des transformations et actions proposées, a permis
le développement de bibliothèques de haut niveau, par exemple autour des
algorithmes d’apprentissage. Ces bibliothèques sont décrites et mise en œuvre
dans le chapitre ??.

11.4 Mise à jour en ligne

11.4.1 Introduction et notations

Dans ce chapitre sont présentés des exemples de méthodes d’apprentissage en
ligne. Contrairement à ce qui a été présenté dans les chapitres précédents, il
ne s’agit pas ici simplement de considérer un apprentissage dans lequel un en-
semble d’observations, connues à l’avance, est utilisé pour l’apprentissage d’une
fonction de régression ou de classification à l’aide d’un algorithme stochastique.
Au contraire, nous nous intéressons au cas où les données elles-mêmes arrivent
de manière séquentielle (c’est le « V » de Vitesse). De manière plus précise, on
supposera qu’une fonction de régression ou un classifieur, f̂n, a été construit
à partir d’un ensemble d’apprentissage (Xi,Yi)i=1,...,n et que de nouvelles ob-
servations (Xi,Yi)i=n+1,...,n+m se présentent et sont également des tirages i.i.d.
du couple aléatoire (X,Y )8. Le problème consiste à ne pas apprendre une nou-
velle fonction de régression ou un nouveau classifieur à partir de l’ensemble des
données (Xi,Yi)i=1,...,n+m mais à profiter de la connaissance déjà acquise pour
mettre à jour f̂n à partir des nouvelles données. Ce problème porte le nom
d’apprentissage en ligne (« online learning ») ou bien de apprentissage pour
données de flux (« stream data learning »). Le principe de ces méthodes est
que le coût de mise à jour à partir d’un ensemble de données de faible taille
(m petit) doit être peu élevé. Dans ce cas, l’apprentissage en ligne peut même
être utile pour faire de l’apprentissage à partir d’un gros volume de données :
l’ensemble initial est découpé en ensembles de petites tailles qui sont utilisés
pour mettre à jour un prédicteur de manière séquentielle.

Prenons un premier exemple simple d’un problème pour lequel la mise en
ligne peut être formulée de manière naturelle : le prédicteur des k plus proches
voisins (voir section ??) . Dans le cadre de la régression k-NN (Y = R), f̂n est
donnée par

∀x ∈ X , f̂n(x) =

n∑
i=1

W k-ppv
i (X1...n; x)Yi

8Dans toute cette section, on fera l’hypothèse implicite que le modèle sous-jacent ne change
pas. On ne traitera donc pas le cas du « concept drift » (dérive de concept), dans lequel la
relation entre Y et X n’est pas stationnaire au cours du temps.
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où W k-ppv
i (X1...n; x) = 1

k si Xi est dans les k-plus proches voisins de x parmi
(Xi)i=1,...,n pour une certaine distance d dans X et est égal à 0 sinon. La mise
à jour en ligne de f̂(x) (pour x fixé) se fait de manière relativement simple et
requiert de conserver en mémoire (et mettre à jour) les quantités suivantes :

• le vecteur (de taille k) des indices des plus proches voisins de x, Nn(x) ∈
{1, . . . , n}k. Sans perte de généralité, on supposera que les coefficients de
Nn(x), notés Nn

l (x), sont ordonnés par valeur croissante de la distance
à x ;

• le vecteur des distances entre les observations de l’ensemble (Xi)i∈Nn(x)

et l’observation x à prédire : dn(x) = (d(Xi,x))i∈Nn(x). On notera dnl (x)
le l-ème coefficient de ce vecteur ;

• f̂n(x).

Lorsque m nouvelles observations (Xi,Yi)i=n+1,...,n+m se présentent, la mise
à jour se fait comme décrit dans l’algorithme 11.2. Dans cet exemple, le coût

Algorithme 11.2 Mise à jour en ligne de la fonction de régression k-NN au
point x

Initialiser N+
n,n+m(x) = N−n,n+m(x)← ∅

Pour i = n+ 1→ n+m Faire
Calculer d(Xi,x)
Pour l = 1→ k Faire

Si d(Xi,x) < dn+i−1l (x) Alors
dn+i(x)←

[
dn+i−11 (x), . . . , dn+i−1l−1 (x), d(Xi,x), dn+i−1l+1 (x), . . . ,

dn+i−1k−1 (x)
]

N+
n,n+m(x)← N+

n,n+m(x) ∪ {i}
N−n,n+m(x)← N−n,n+m(x) ∪ {Nn+i−1

k (x)}
Nn+i(x)←

[
Nn+i−1

1 (x), . . . ,Nn+i−1
l−1 (x), i,Nn+i−1

l+1 (x), . . . ,

Nn+i−1
k−1 (x)

]
Arrêt de la procédure pour l’observation i

Fin Si
Fin Pour

Fin Pour
Mettre à jour la fonction de prédiction :

f̂n+m(x)← f̂n(x) +
1

k

 ∑
i∈N+

n,n+m(x)

Yi −
∑

i∈N−n,n+m(x)

Yi



de la mise à jour est de m calculs de distances, au plus m× k comparaisons et
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k opérations pour mettre à jour la fonction de prédiction. Le coût de stockage
correspond à 2 vecteurs de taille k et un nombre réel. Ces coûts restent très
inférieurs aux coûts de calcul que nécessiterait la recherche directe des k plus
proches voisins dans l’ensemble (Xi)i=1,...,n+m.

Dans la suite, nous décrivons deux approches pour l’apprentissage de flux de
données : la première présente un exemple de mise à jour en ligne de méthodes
à noyau et la seconde montre comment une combinaison d’estimateurs de type
« bagging » peut être réalisée pour combiner des prédicteurs qui admettent
eux-mêmes une mise à jour en ligne.

11.4.2 Exemple de la régression ridge à noyau en ligne

Dans ce chapitre nous prenons un exemple assez typique de mise à jour en
ligne en discutant des approches qui peuvent être pratiquées pour la régression
ridge à noyau (voir section 11.2.2 ou le chapitre ?? ou bien encore Saunders
et al. [1998] pour une description de la méthode). On rappelle que dans ce
cadre, la solution du problème de régression obtenue à partir des observations
(Xi,Yi)i=1,...,n est donnée par

f̂n : x ∈ X 7→
n∑
i=1

α
(n)
i K(Xi,x) (11.9)

où 
α
(n)
1
...

α
(n)
n

 =
(
K(n) + λIn

)−1 Y1
...
Yn

 . (11.10)

et K(n) est la matrice de taille n×n du noyau évalué sur les n observations de
X : K(n) = (K(Xi,Xj))i,j=1,...,n.

Différentes approches peuvent être pratiquées pour la mise à jour en ligne
de cette solution. Nous nous restreindrons ici à une mise à jour effectuée à
partir d’une seule nouvelle observation (Xn+1,Yn+1). Une méthode typique
pour effectuer celle-ci consiste à utiliser le prédicteur courant, f̂n, pour estimer
la valeur de Y correspondant à Xn+1 : Ŷn+1 = f̂n(Xn+1) et à mettre à jour f̂n
à partir de l’erreur en+1 = Yn+1 − Ŷn+1.

Si on note Q(n) =
(
K(n) + λIn

)−1
, Engel et al. [2003]; van Vaerenbergh

et al. [2012] montrent que l’équation (11.10) peut être mise à jour en remarquant
que :

K(n+1) =

(
K(n) kn+1

k>n+1 K(Xn+1,Xn+1)

)
avec kn+1 le vecteur (K(Xn+1,Xi))i=1,...,n. On peut en peut déduire que

Q(n+1) =
1

γn+1

(
γn+1Q

(n) + an+1a
>
n+1 −an+1

−a>n+1 1

)
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avec an+1 = Q(n)kn+1, un vecteur de Rn, et γn+1 = K(Xn+1,Xn+1) + λ −
k>n+1an+1. En remarquant que

a>n+1

 Y1
...
Yn

 = k>n+1Q
(n)

 Y1
...
Yn

 = k>n+1α
(n) = Ŷn+1,

ceci conduit finalement à la solution

f̂n+1 : x ∈ X 7→
n+1∑
i=1

α
(n+1)
i K(Xi,x)

où 
α
(n+1)
1
...

α
(n+1)
n+1

 =

(
α(n) − 1

γn+1
an+1en+1

1
γn+1

en+1

)
. (11.11)

Le coût de calcul de la solution en ligne précédente requiertO(n2) opérations
à comparer au coût de la solution directe qui demande de l’ordre de O(n3)
opérations. Cette approche peut être rendue encore plus efficace en utilisant
un dictionnaire, qui correspond à un ensemble d’indices i ∈ Dicon ⊂ {1, . . . , n},
de taille m < n, pour lesquels les coefficients α(n)

i de l’équation (11.9) sont non
nuls. La fonction de prédiction est alors donnée par

f̂n(x) =
∑

i∈Dicon

α
(n)
i K(Xi,x)

et une mise à jour en ligne efficace consiste, par exemple, à faire grossir le
dictionnaire comme dans Engel et al. [2003] :

1. définir un critère pour tester la pertinence d’ajouter la nouvelle observa-
tion d’indice n+ 1 au dictionnaire ;

2. dans le cas où le critère est accepté, utiliser la mise à jour en ligne de
l’équation (11.11) pour mettre à jour le prédicteur.

Une alternative à faire grossir le dictionnaire consiste à mettre à jour la
fonction de régression puis, a posteriori, à mettre à jour le dictionnaire comme
dans van Vaerenbergh et al. [2012] :

1. utiliser la mise à jour en ligne de l’équation (11.11) pour mettre à jour
le prédicteur en utilisant les données du dictionnaire Dn et la nouvelle
donnée d’indice n+ 1 ;

2. dans le cas où le dictionnaire dépasse une certaine taillem, fixée à l’avance,
définir un critère pour retirer du dictionnaire l’observation la moins per-
tinente.
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Le lecteur intéressé trouvera plus de détails sur les approches permettant
la mise à jour en ligne du prédicteur de la régression ridge à noyau dans van
Vaerenbergh and Santamaría [2014], avec, en particulier, d’autres approches
basées sur des algorithmes de descente de gradient stochastiques (voir aussi
le chapitre ?? pour une description sommaire du principe de la descente de
gradient stochastique). Enfin, une extension des SVM (voir chapitre ??) pour
une mise à jour en ligne est proposée dans Laskov et al. [2006]. Celle-ci utilise
des principes similaires à ceux décrits dans le cadre de la régression ridge à
noyau (mise à jour séquentielle de matrices et maintien séquentiel de listes de
vecteurs supports).

11.4.3 Exemple du bagging en ligne

Dans cette section, on suppose connue une méthode d’apprentissage pour la-
quelle on sait faire une mise à jour en ligne (cette méthode peut être la méthode
des k-NN ou bien les méthodes à noyau comme décrites dans la section précé-
dente). On notera donc T (f̂n; (Xi,Yi)i∈τ ) la mise à jour de l’estimateur f̂n avec
les nouvelles observations (Xi,Yi)i∈τ , τ étant un ensemble d’indices nouveaux.
On s’intéresse alors à la méthode de bagging dans laquelle B échantillons boots-
trap de l’ensemble (Xi,Yi)i=1,...,n ont permis l’apprentissage des fonctions de
régression (f̂ bn)b=1,...,B qui sont combinées en une nouvelle fonction de régres-
sion

f̂n =
1

B

B∑
b=1

f̂ bn. (11.12)

Le principe du bagging en ligne (voir Oza and Russel [2001]) est basé, comme
pour l’adaptation du bagging au cadre MR (voir section 11.3.3), sur l’utilisa-
tion du bootstrap Poisson . Le bootstrap Poisson est utilisé pour mettre à jour
chaque échantillon bootstrap τb (b = 1, . . . , B) à partir des nouvelles obser-
vations (Xi,Yi)i∈τ . De manière plus précise, pour chaque observation i ∈ τ ,
une variable aléatoire nbi est simulée selon une loi de Poisson de paramètre 1

et l’échantillon τ+b =

(Xi,Yi) . . . (Xi,Yi)︸ ︷︷ ︸
nb
i fois


i: nb

i 6=0

constitue alors l’échantillon

de mise à jour du prédicteur correspondant à l’échantillon bootstrap numéro b.
Finalement, la procédure de mise à jour en ligne est appliquée à chaque prédic-
teur f̂ bn, T (f̂ bn; τ+b ). L’étape de combinaison du prédicteur final reste inchangée
et identique à celle décrite dans l’équation (11.12). La procédure précise est
décrite dans l’algorithme 11.3.

Cette méthode s’applique directement à la mise à jour en ligne des forêts
purement aléatoires [Breiman, 2000; Biau et al., 2008; Arlot and Genuer, 2014]
(voir chapitre ??). Dans cette approche, le prédicteur bootstrap, f̂n est consti-
tué de B arbres, (f̂ bn)b=1,...,B , dont les nœuds ont été obtenus sans tenir compte
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Algorithme 11.3 Bagging en ligne

Nécessite (f̂ bn)b=1,...,B , les prédicteurs issus de B échantillons bootstrap de
(Xi,Yi)i=1,...,n

Pour b = 1→ B Faire
Pour i = n+ 1→ n+m Faire

Générer nbi ∼ Poisson(1)
Fin Pour
Ensemble de mise à jour de l’échantillon bootstrap b : τ+b =(Xi,Yi) . . . (Xi,Yi)︸ ︷︷ ︸

nb
i fois


i: nb

i 6=0

Mise à jour du prédicteur bootstrap b :

f̂ bn+m ← T (f̂ bn; τ+b ).

Fin Pour
Recalculer la fonction de prédiction :

f̂n+m =
1

B

B∑
b=1

f̂ bn+m.

des données, de manière complètement aléatoires. De manière plus précise,
chaque arbre contient Q nœuds (où Q est choisi en avance), construits de ma-
nière récursive, comme suit :

1. choisir aléatoirement un nœud N à diviser parmi toutes les feuilles de
l’arbre en cours de construction ;

2. choisir aléatoirement une variable Xj parmi les variables (Xj)j=1,...,p ;

3. choisir aléatoirement de manière uniforme un point de coupe, d ∈ [0,1],
de manière à former les nœuds fils {Xj > d} et {Xj < d} parmi les
observations de N .

Les données d’apprentissage sont utilisées a posteriori pour définir la règle
de décision : pour x ∈ Rp, f̂ bn(x) correspond, dans le cadre de la régression, à
la moyenne des valeurs Yi pour les observations Xi avec (i ∈ {1, . . . , n}) qui
appartiennent au même nœud terminal que x. La décision, f̂n(x) est obtenue
de manière classique, par l’équation (11.12).

La mise à jour en ligne de f̂ bn est, dans ce cas-ci, relativement simple à mettre
en œuvre et demande de conserver (et mettre à jour), pour chaque arbre f̂ bn,
les quantités suivantes :
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• pour tous les nœuds terminaux N de f̂ bn, on note N b,N
n le nombre d’ob-

servations dans (Xi)i=1, ..., n qui appartiennent au nœud N ;

• pour tous les nœuds terminaux N de f̂ bn, on note Y
b,N
n la moyenne des

N b,N
n valeurs Yi pour les indices i ∈ {1, . . . , n} des observations Xi qui

appartiennent au nœud N .

La mise à jour (f̂ bn; τ+b ) est alors donnée par le traitement séquentiel suivant
des observations i ∈ {n+ 1, . . . , n+m} qui vérifient nbi 6= 0 :

• si on note N le nœud terminal de Xi dans f̂ bn,

Y
b,N
i =

N
b,N×Y b,N

i−1

i−1 + nbi × Yi
N b,N
i−1 + nbi

qui est basée sur une simple mise à jour en ligne de la moyenne dans le
nœud terminal N ;

• N b,N
i = N b,N

i−1 + nbi .

Cette description est une approche simplifiée de la version de Saffari et al.
[2009] qui est décrite dans le chapitre ??.
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